Bernoulli - Gleichung

1. Bernoulli - Gleichung fiir ideale Fliissigkeiten (reibungs-
frei) und ohne Energiezu- und -abfuhr

Sie sagt aus, dass jedes Teilchen in einer Stromréhre denselben Wert der spezifi-
schen Gesamtenergie hat; oder: Die Gesamtenergie eines Teilchens auf seinem
Weg in einer Stromrdhre bleibt konstant. Die Gesamtenergie setzt sich aus den An-
teilen potentielle Energie, kinetische Energie und Druckenergie zusammen. Durch-
lauft ein Teilchen eine Stromrdhre, so andern sich diese Anteile standig, ihre Summe
bleibt aber konstant.

Stromrohre Am, p,
Za

Bezugsniveau

Bild 1: Darstellung der Bernoulligleichung

Einen Uberblick Uber die drei Energiearten und ihre Berechnung gilt die folgende
Aufstellung.

fir m kg, Nm spezifische Energie

fur 1 kg; Nm/kg

potentielle Energie E,=m-g-h e,=g-h
1 1
kinetische Energie Ey =5 m w? ey =5-W2
: m =(p=1p,)/

Druckenergie W, :E.(p — Po) Wy (P Po) p
Gesamtenergie E,=E, +E, +W, e, =€, te, +w,

Tab. 1: Formeln zur Berechnung der Energiearten

Fir ein Fluidteilchen der Masse m gilt fur jeden Punkt der Stromlinie:

2

S U m-g-h + p-El = E, = konst.
2 P

kinetische Lage- Druck-  Gesamt-

Energie energie energie  energie

Fur die mathematische Formulierung ist es unzweckmaldig von einem Teilchen mit
bestimmter Masse m auszugehen; hier benutzt man besser spezifische Energien.
Man kann sich die Teilchen dabei beliebig klein vorstellen und die Bernoullische
Gleichung letztlich auch auf eine Stromlinie beziehen (nicht auf eine Stromréhre).
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Energiegleichung (Energie pro Masseneinheit)

2

W—+g h, + B ——+g-h, + P2 = konst.
2 P

Einheiten:

m? _m-m_ Nm’ _Nm kgm

g _mzkg_ kg .st

Dies ist die Bernoullische Gleichung fir stationare Stromung. Man erkennt sogleich,
dass diese Gleichung gultig bleibt, wenn man das Bezugsniveau fir die Hohe h an-
dert und auch wenn man den Bezugsdruck, von dem weg man p misst, andert. Es

werden dann rechts und links nur gleich groRe Summanden hinzuaddiert; die Kon-
stante andert sich zwar, aber die Gleichung bleibt gltig.

Bezieht man die Energien auf m = 1 kg und dividiert durch die Fallbeschleunigung g
so werden sie Energieverhaltnisse durch Hohen ausgedrickt.

Hoéhengleichung (Energie pro Gewichtseinheit)

2 2
A NS N :J N S N B N T
2-g p-g 2-g p-g
Einheiten:

m? s’ Nm’s®> Ns*> kgm
—-—:m: = .

s> m m’kgm kg Ns?

SchlieB3lich kann die Bernoullische Gleichung auch noch in der Druckform ange-
schrieben werden.

Druckgleichung

p-w,’ p-w,’
> +p,+p-g-h=——" 5 +p, +p-g-h, =konst.
Einheiten:
kgm? Ns? N kg m Ns?
32 =27 3T
m’s® kgm m* m’ s kgm

p1 = pst1 = statischer Druck

2

P ;Nl =Py = dynamischer Druck (Staudruck)
p-w,’

p; + 5 1 =Py = Gesamtdruck
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Verschiedene Formen der Bernoullischen Gleichung (reibungsfrei)

kinet, Energie

NanEnergie der Lage

LT

N

Bild 2: Verschiedene Formen der Bernoullischen Gleichung

Dynamischer Geodati- Statischer Gesamt Einheit
Anteil scher Anteil
Anteil
Energiegleichung
2 p 2
w_ * g-h + N = €ges = konst. —Nm ’m_
2 p kg s?
Druckgleichung
2 N
W + -g-h + p = p = konst. 5
Y > p ges m?
Hoéhengleichung
2
p
. + h + — = Rges = | konst. m
2-g P-8

Tab. 2: Verschiedene Formen der Bernoullischen Gleichung
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2. Bernoulli-Gleichung fiir wirkliche Fliissigkeiten (Rei-
bungsverluste) und Energiezufuhr durch Pumpe

~ 12
I

Bild 3: Schema

Heizungsanlagen enthalten meist Pumpen, die die Arbeitsfahigkeit des stromenden
Mediums erhdhen. Diese Zufuhr von Arbeit wird in der erweiterten Bernoullischen
Gleichung durch ein Arbeitsglied berlcksichtigt.

Weiterhin ist die Stromung eines realen Fluids infolge Zahigkeit und Haftens an der
Oberflache mit Arbeitsverlusten verbunden. Die Berucksichtigung dieses Verlustes
an Arbeitsfahigkeit erfolgt nun in der Bernoullischen Gleichung durch ein Verlust-
glied. Die mechanische Energie des stromenden Teilchens (kinetische + potentielle +
Druckenergie) ist nicht mehr konstant. Es ist daher auch der Gesamtdruck pges und
die Gesamthohe hges (auch ohne aulere Zu- oder Abfuhr von Arbeit E,) nicht mehr
konstant; der fehlende Anteil erscheint als Reibungswarme.

Wahrend jedem Querschnitt des Rohres die GréRen w, h, p eindeutig zugeordnet
werden konnen, mussen die Energiezufuhr und die Energieverluste einer Rohrstre-
cke zwischen zwei Querschnitten zugeordnet werden. Bei der Ergdnzung der Ber-
noullischen Gleichung fuigt man das Arbeitsglied (,+“ fir Arbeitszufuhr) zu den Glie-
dern mit dem Index ,1“ und das Verlustglied (nur positive Werte!) zu den Gliedern mit
dem Index ,2° hinzu. Dabei ist vorausgesetzt, dal3 die Stromung von ,1“ nach ,2° er-
folgt. Somit lautet die erweiterte Bernoullische Gleichung

Energie pro Volumeneinheit
2 2

pP-w p-w
p-g-h +p, + 21 +App=p-g-h2+p2+Tz+ApV1_2
mit:
App Druckerhéhung in der Pumpe (Energiezufuhr in der Pumpe pro Volumenein-
heit)

Ap,,_,, Druckverlust von 1 nach 2

Energie pro Gewichtseinheit

2 2

P W _ P W,
hj+—+—+Hp=h, +—+—"+H,_,

p-g 2-g p-g 2-g

mit:

A
H, = Pp
p-g
A
H,_, =—2%=2  Druckverlusthdhe von 1 nach 2
pP-g

Forderhéhe der Pumpe [m FIL.S]
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Energie pro Masseneinheit

2
g-h, +&+WTI+YP =g-h, + P2 W
Y

App

Yp=g-Hp = =Wp

= spezifische technische Arbeit, die in der Pumpe der Flussigkeit zugefuhrt wird.
= spezifische Forderarbeit oder Stutzenarbeit [Nm/kg = m?/s?]

Der Zuwachs an mechanischer Leistung im Fluid am Pumpenaustritt gegenuber dem
Pumpeneintritt wird als hydraulische Leistung Py, bezeichnet. Hierflr ergibt sich:

P,=th-Yp,=V-p-Yp=V-p-g-Hy=V-Ap,
Anmerkung:

m FL.S. (m Flissigkeitssaule) bezieht sich auf die Flussigkeit, die im System strémt
m WS (m Wassersaule, friher Druckbegriff) bezieht sich immer auf p = 1000 kg/m?

Zusammenhang:

¢-1000° . h[mWS] = g -py, - [ mFLS]

m
h[mWws] =2 h[mFL.S
1000-2
m3
1000 &
h[mFL.S.]= M h[mWS]
Pri
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Bernoulli-Gleichung fiir wirkliche Fliissigkeiten und Energiezufuhr durch eine
Pumpe

£,

gesd = g'l.'ﬂ*my

|
i —Verluste durch Embouten
| ; Rohrreibungsverluste

Wy
-
! ] I I
" E | Eim 18
|m'."-l._. ] { [}
e A e W
L y/ B // Ee
mp Oruckenerie
Egﬂﬂ ¢ fgesz
{ J_
E"’“{:—L{ kinef. Energie N
fngh ' \
] NNEerge ger LI
Bild 4: Bernoullische Gleichung fiir wirkliche Fliissigkeiten
Energiegleichung Einheiten
2 2 2
A N
Wi +g.hl+&+YP=W2 +g.h2+p_2+ﬂ _m’m_z
2 p 2 p p kg s
Hohengleichung
2 2
LA TS WA A NS AL S - E < m
2-g p-g 2-g p-g
Druckgleichung
p-w,’ p-w,’
Tl+p1+p-g-h1+ApP:TZ+p2+p-g-h2+Apvl_2 Pa

Tab. 3: Bernoullische Gleichung fiir wirkliche Fliissigkeiten

Quelle: Datenpool IfHK, FH Wolfenbdttel
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